Sistemas Dinamicos

A teoria de sistemas dindmicos hiperbolicos foi introduzida h& cerca de quarto décadas,
com o objetivo inicial de caracterizar os sistemas ditos estruturalmente estaveis e provar
que eles correspondem a maioria dos casos: um subconjunto aberto e denso. O
primeiro objetivo foi alcancado, para sistemas de classe C', com a demonstracdo da
Conjectura da Estabilidade de Palis-Smale por R. Mafié nos anos oitenta, para
difeomorfismos, e por Hayashi para fluxos, cerca de dez anos depois.

Ainda nos anos sessenta, mostrou-se que a classe de sistemas dinamicos hiperbdlicos
ndo tem o carater universal que havia sido conjecturado no inicio daquela década. De
fato, muitos sistemas importantes, incluindo a maioria daqueles que correspondem a
modelagem de aplica¢des préticas, ndo sdo abrangidos por esta teoria. Estes sistemas
apresentam frequentemente comportamento dindmico muito complexo e sua descri¢ao,
tanto no espaco de eventos quanto no espacgo de parametros é feita ndo s6 em termos
geométricos, como o ocorrido basicamente no caso hiperbdlico, mas também em
termos ergodicos, ou probabilisticos.

O estudo de certos modelos, tais como os atratores cadticos de Hénon e de Lorenz,
bem como o desenvolvimento de ferramentas importantes, especialmente na teoria das
bifurcacdes e na teoria de hiperbolicidade n&o-uniforme, conduziram ja nos anos
noventa a uma nova tentativa de formular uma abordagem global da Dindmica que
conduza a uma descri¢do tao rica quanto possivel do comportamento dindmico, com
grande generalidade. Nesse sentido Palis formulou as seguintes conjecturas:

Todo sistema dindmico pode ser aproximado por outro que tem apenas um ndamero
finito de atratores, cujas bacias de atracdo contém quase todo ponto.

Para tais sistemas com nUmero finito de atratores, existem medidas fisicas de
probabilidade que descrevem o comportamento estatistico de quase todo ponto na
bacia de atracdo. Além disso esse comportamento € estavel por pequenas perturbacdes
aleatorias (estabilidade estocastica).

Além disso, para quase toda perturbacdo de um tal sistema ao longo de familias
parametrizadas, existem finitos atratores suportando medidas fisicas e cujas bacias
cobrem uma fragdo préxima de 1 das bacias iniciais.

Nos ultimos anos foram obtidos avancos definitivos na abordagem destes e outros
problemas fundamentais, sendo que em sua grande maioria eles foram obtidos por
membros do Projeto. No seu conjunto, estes avangos trouxeram a teoria de sistemas
dindmicos cadticos para um novo patamar de abrangéncia e profundidade. E abriram
excelentes perspectivas para o0 desenvolvimento futuro deste programa, como
comentaremos com mais detalhe em seguida.

Bifurcag6es Homoclinicas

Trabalhos de Newhouse, Palis, Takens, Yoccoz e Moreira desenvolveram uma
poderosa abordagem geométrica ao estudo de tangéncias homoclinicas em superficies.
Em dimens&o maior do que dois h& diversas dificuldades adicionais, sobretudo ligadas
ao fato de que folheacdes invariantes em geral deixam de ser diferenciaveis. Por essa
razdo, varias questdes basicas sobre conjuntos hiperbdélicos permanecem em aberto
(p.ex. a definicdo de dimenséo fractal local), ou sdo falsas (p.ex. a continuidade da
dimenséo fractal) em dimensfes maiores. Apesar disso, Moreira, Palis, Viana estédo



estendendo para dimensao arbitraria a conexao entre dimensoes fractais e a frequéncia
de hiperbolicidade no desdobramento de tangencias (C R Acad. Sci. Paris, 2001).

Em trabalho notavel recentemente aceito em Annals of Mathematics, Moreira e Yoccoz
resolveram a conjectura de Palis sobre a diferenga aritmética de conjuntos de Cantor
regulares: genericamente a diferenca tem medida nula ou interior ndo vazio. Em outro
artigo posterior eles aplicam este resultado no contexto de bifurcagdes homoclinicas
para dar uma resposta surpreendemente "completa” do problema da frequéncia de
hiperbolicidade no desdobramento de uma tangéncia.

Outra linha de pesquisa especialmente importante e promissora € o estudo das
dindmicas nado hiperbdlicas que ocorrem préximo de uma tangéncia. Nesta direcao,
Palis e Yoccoz provam que em muitos casos a dindmica prevalente, em termos de
medida relativa no espaco de parametros, é de fato ndo-uniformemente hiperbolica,
num sentido apropriado que inclui a ndo existéncia de atratores. A sua abordagem,
descrita em trabalho aceito para publicagdo em Comptes Rendus de I'Acad. Sci. Paris,
aprofunda a conexdo entre tangencies homoclinicas e transformacées de tipo Hénon, e
também sugere que hiperbolicidade n&do-uniforme poderd ser prevalente em todos 0s
casos genéricos.

O estudo de diferencas de conjuntos de Cantor regulares tem importantes aplicagdes na
Teoria dos Numeros (espectros de Lagrange e de Markov). De fato, j& aconteceu que
certas nocdes (tais como a de espessura) foram descobertas independentemente nos
contextos de Sistemas Dindmicos e de Teoria dos Numeros. Explorando estas
conexfes entre os dois dominios, Moreira provou que a dimensdo de Hausdorff da
intersecdo do espectro de Lagrange com uma semi-reta pode assumir qualquer valor
real entre 0 e 1. Vale um resultado analogo para o espectro de Markov e, de fato, estas
dimensdes coincidem.

Outro resultado maior alcangcado recentemente foi a demonstragdo por Pujals e
Sambarino, no seu artigo publicado em Annals of Mathematics, da conjectura de Palis
segundo a qual todo difeomorfismo de uma superficie pode ser C* aproximado por outro
gue é ou hiperbdlico ou exibe uma tangéncia homoclinica.

Este trabalho teve diversas sequéncias, algumas das quais estdo ainda em
desenvolvimento. Uma delas foi a demonstracdo, também por Pujals e Sambarino, de
que a variacdo da entropia topoldgica ao longo de uma familia de difeomorfismos
sempre envolve o desdobramento de tangéncias homoclinicas. Outro desenvolvimento
importante foi uma descricdo detalhada que Pujals e Sambarino ddo dos conjuntos
invariantes exibindo uma decomposicdo dominada, no seu trabalho On the dynamics of
dominated splitting, submetido para publicacéo.

Em dimensdo maior que dois, Palis conjectura que todo difeomorfismo pode ser C'
aproximado por outro que é ou hiperbdlico, tem uma tangéncia homoclinica ou um ciclo
heteroclinico. Este problema permanece um aliciante desafio, embora haja avancos
muito encorajadores.

s

E importante ressaltar que também ¢ valido conjecturar que longe das tangéncias
homoclinicas, deve prevalecer a hiperbolicidade ou uma forma fraca de hiperbolicidade,
como indicam os trabalhos de Pujals e Sambarino, dentre outros. Nestas condic¢des,
deverd ser verdadeira a conjectura global sobre finitute de atratores descrita no inicio
deste relatério, a qual j& é de fato conhecida no caso hiperbdlico. Assim, o
entendimento mais profundo das bifurcagbes homoclinicas podera levar a concluséo do
ambicioso programa sobre um cenario global para os sistemas dindmicos proposto
inicialmente.



Hiperbolicidade Parcial e Transitividade Robusta

Segundo um trabalho classico de Mafé atratores robustos de difeomorfismos de
superficies sao hiperbdlicos. Em dimensdes superiores isto ndo € verdade em geral. No
entanto, Diaz, Pujals e Ures (Acta Mathematica) mostraram que em dimensdo 3
atratores robustos devem ser parcialmente hiperbdlicos. Bonatti, Diaz e Pujals (Annals
of Mathematics) estenderam este resultado para dimenséo arbitréria e também para
difeomorfismos conservativos: atratores robustos sempre tém uma decomposi¢do
dominada. Um caso particular relevante, em todos estes resultados, corresponde ao
atrator ser toda a variedade. Além disso, Morales, Pacifico, Pujals (Annals of
Mathematics) obtiveram uma caracterizagdo correspondente para conjuntos
robustamente transitivos de fluxos contendo alguma singularidade.

Nos trabalhos Maximal transitive sets with singularities for generic vector fields,
publicado no Bol. Soc. Bras. Mat., e Homoclinic classes for generic Ct vector fields,
Morales, Pacifico e Carballo definem conjunto transitivo maximal de um difeomorfismo
ou um fluxo e provam que genericamente classes homoclinicas sdo conjuntos
transitivos maximais, respondendo assim pergunta colocada por Bonatti e Diaz em
Annales ENS 1998. No segundo artigo Morales, Pacifico e Carballo caracterizam o
conjunto maximal transitivo que contém uma singularidade de um campo de vetores
genérico em dimensdo 3, e também apresentam resultados que relacionam este
trabalho com o artigo de Bonatti, Pumarifio e Viana em CR Acad. Sci. Paris, 1998.

Uma importante consequéncia destes resultados é que para sistemas genéricos as
classes homoclinicas sdo duas-a-duas disjuntas. Abdenur usa este fato para formular e
provar um teorema de decomposic¢ao spectral, nimero finito de pegas béasicas, que séo
persistentes e cujo numero é localmente constante — para sistemas genéricos com
namero finito de classes homoclinicas disjuntas.

Tais sistemas sdo entdo chamados de tame, por Bonatti e Diaz, por oposi¢cdo a
sistemas com numero infinito de conjuntos transitivos maximais, que eles chamam wild.
Os primeiros exemplos de dinamicas wild forma dados por Newhouse: coexisténcia de
infinitos pocos ou fontes, genericamente na topologia C°. Bonatti e Diaz provam em
Annales ENS 1998 que em dimensdo maior que dois esse fenbmeno é também
genérico na topologia C*. No seu trabalho recente On maximal transitive sets of generic
diffeomorphisms eles ddo uma construgdo muito geral de dindmicas wild. Enquanto os
resultados de Abdenur completam uma descri¢do muito satisfatoria para sistemas tame,
apoiada nos resultados fundamentais sobre transitividade robusta e hiperbolicidade
parcial obtidos nos ultimos anos por Morales, Pacifico, Diaz, Pujals, Ures e Bonatti, a
compreensdo das dindmicas wild e das suas relagbes com fendbmenos homoclinicos
permanece um dos maiores desafios nesta area.

Folheacbes Holomorfas

Os resultados obtidos na pesquisa em Folheacées Holomorfas apontam para uma
progressiva utilizacdo de métodos de Geometria Algébrica e Geometria Analitica.

M. Soares prosseguiu o estudo geométrico de folheagfes holomorfas, visando explorar
0 conceito de polaridade de uma folheac&o. O conceito de classe polar em Geometria
Algébrica € muito Gtil e nosso objetivo é o de estudar o possivel andlogo de classes
polares associadas a folheacdes holomorfas



No caso de folhea¢des em superficies, o trabalho Some examples for Poincaré and
Painlevé problems de Lins Neto aprimora técnicas desenvolvidadas por M. Brunella de
modo a exibir familias de folheacdes de grau constante contendo curvas invariantes de
grau arbitrariamente alto, portanto exemplos que violam as estimativas usualmente
esperadas no chamado problema de Poincaré. Este fenomeno se deve a presenca de
singularidades dicriticas.

No trabalho Dicritical singularities and Halphen pencils de Sad e Mendes novamente se
ressalta o papel destas singularidades; sob certas condicbes envolvendo as suas
multiplicidades e o grau da folheag&o, mostra-se que a existéncia de integrais primeiras
locais d& origem a integral primeira global.

Integrais primeiras também s&o tema do trabalho Holomorphic foliations with Liouvillian
first integrals, de Camacho e Scardua, onde é analisado o caso Liouvilliano. Trata-se da
obtencdo destas integrais (que correspondem a ideia classica de “integrar® uma
equacdao diferencial) a partir da andlise do grupo de holonomia de uma subvariedade
invariante.

Outros trabalhos possuem caracteristica acentuadamente geométrica. Em
Uniformization and the Poincaré metric on the leaves of a foliation by curves, Lins Neto
prova que a métrica de Poincaré nas folhas de uma folheagdo holomorfa de uma
variedade de dimensédo qualquer varia continuamente sob condigbes bem gerais (por
exemplo, assingularidades sendo ndo degeneradas ou o fibrado dual da folheacgé&o
sendo amplo).

Em On the geometry of Poincaré's problem for one-dimensional projective foliations, de
Soares, parte-se da idéia de que a geometria extrinseca de uma variedade algébrica
lisa é descrita pelas classes de suas variedades polares. Por outro lado, a uma
folheagdo holomorfa estdo associados numeros caracteristicos e o objetivo é relaciona-
los as classes polares de uma subvariedade invariante. Soares também obteve uma
nova prova do Teorema de Baum-Bott (que relaciona indices de singularidades de
campos de vetores a invariantes globais da variedade), trazendo grande simplificagéo a
prova original de Chern.

E interessante observar que todos estes trabalhos envolvem a utilizacdo de
subvariedades invariantes. Porém a maior parte das folhea¢des nao admite tal objeto. O
trabalho de C. Camacho e Figueiredo sobre a folheacdo de Jouanolou é pioneiro na
investigacdo de exemplos desta situacao.

No trabalho de Lins Neto, Cerveau e Edixhoven Pull-back components of the space of
holomorphic foliations on CP(n) percebemos a utilizagcdo de técnicas sofisticadas de
Geometria Algébrica. Prova-se que o espaco de folheagbes holomorfas projetivas (de
codimensdo 1 possui componentes irredutiveis formadas por imagens inversas de
folheactes planas por aplicacdes racionais.

O uso de técnicas 'a la Grauert' introduzidas na teoria de feixes permitiu a C. Camacho,
Sad e Movasati, no trabalho Fibered neighborhoods of curves in surfaces, o estudo de
vizinhancas fibradas de curvas em superficies. O objetivo é compara-las com
vizinhangas 'linearizadas’, no fibrado normal. Este trabalho tem consequéncias
importantes no estudo das singularidades de folheagbes complexas, especialmente
aquelas que na sua desingularizacdo possuem componentes dicriticas, isto €,
transversais ao divisor.

Também deve ser ressaltado o trabalho Espaces analytiques coherents et applications
de Soares, D. Lehmann e V. Cavalier, teoremas de indice em variedades analiticas



singulares, onde aparece o uso intensivo de K-teoria para generalizar teoremas de
indices de singularidades de folheagcfes para variedades analiticas singulares. Os
resultados obtidos, utilizando métodos da geometria diferencial e analitica (K-teoria),
sdo interessantes e muito motivadores de aplicagbes. A obtencdo de teoremas de
indice de natureza puramente topoldgica, permanece um objetivo maior e muito
aliciante.

Sistemas Conservativos e Teoria Ergddica

O trabalho de Lopes sobre sistemas conservativos tem se desenvolvido dentro do que
havia sido inicialmente proposto, tendo obtido diversos resultados sobre a dinamica de
fluxos lagrangianos, especialmente a Teoria de Aubry-Mather. Lopes também tem
trabalhado em questdes do formalismo termodindmico, mais exatamente sobre o
decaimento de correlacdo de sistemas definidos por potenciais ndo Holder.

Mencionamos ainda o trabalho recente de Lopes em colaboragcdo com R. Exel, onde se
aprofunda um dicionario muito interessante entre o formalismo termodinédmica e a teoria
ergodica de sistemas hiperbdlicos, por um lado, e a teoria das algebras C-estrela.

Na linha de dindmica conservativa também se destacam os resultados recentemente
obtidos por Dias Carneiro, conjuntamente com R. Ruggiero, sobre propriedades
variacionais e topoldgicas de toros invariantes de sistemas conservativos. Este trabalho
esta aceito para publicacdo em Ergodic Theory and Dynamical Systems.

Propriedades Geométricas e Estatisticas de Atratores

Um dos principais resultados alcancados foi o estudo bastante completo da teoria de
atratores caoticos de tipo Hénon, que havia sido iniciada no final dos anos oitenta por
Benedicks e Carleson. Especialmente, Benedicks e Viana resolveram afirmativamente o
Problema da Bacia de Atracdo, que afirma que as bacias de atracdo topoldgica e
ergddica coincidem, a menos de um conjunto com probabilidade de Lebesgue zero.
Quer dizer quase todo o ponto cuja Orbita converge para o atrator é descrito
estatisticamente pela medida fisica suportada no atrator. Este trabalho foi publicado em
Inventiones Mathematicae. Além disso, Benedicks e Viana também provam, num
trabalho submetido pra apublicacdo, que a dindmica de atratores de tipo Hénon é
estocasticamente estavel, apesar de muito instavel do ponto de vista topolégico. Trata-
se do primeiro resultado de estabilidade em dimens&o maior do que um, que devera
estabelecer um paradigma para sistemas cadticos muito gerais.

Expoentes de Lyapunov e Hiperbolicidade N&o-Uniforme

Esta linha de pesquisa foi iniciada durante a vigéncia deste pronex, motivada por
diversos resultados alcangcados no estudo de sistemas parcialmente hiperbdlicos, que
mostraram a importancia de se compreender o comportamento dos expoentes de
Lyapunov. Supondo que os expoentes de Lyapunov sao diferentes de zero a teoria
geral de hiperbolicidade n&o-uniforme (teoria de Pesin) fornece importante informagéo
geométrica acerca do sistema dindmico, tal como variedades locais estavel e instavel
qgue sao discos diferencidveis em quase todo ponto. Alves, Bonatti, Viana, Inventiones
2000, mostram que se 0s expoentes de um difeomorfismo parcialmente hiperbdlico
conservativo estdo afastados de zero entdo a medida de Lebesgue tem apenas um
namero finito de componentes ergddicas, que sdo as medidas fisicas do sistema.



Em trabalho recente, Bochi e Viana provam que 0s expoentes de Lyapunov de
difeomorfismos C®* que preservam volume variam continuamente num dado
difeomorfismo f somente se a decomposicao de Oseledets € dominada (hiperbolicidade
projetiva uniforme) ou todos os expoentes de Lyapunov sdo nulos, em quase todo
ponto. Como consequéncia eles obtém uma dicotomia forte para um subconjunto
residual de difeomorfismos conservativos em qualquer variedade: hiperbolicidade
projetiva uniforme ou total auséncia de hiperbolicidade. Por outro lado, Viana provou,
juntamente com Bonatti e Gomez-Mont que em certos contextos de cociclos C", r>0
sobre sistemas hiperbolicos o comportamento genérico é exatamente o oposto do caso
continuo: na maioria dos casos (aberto denso com probabilidade total) existem
expoentes ndo nulos.

Dinamica Unidimensional

Um resultado de extrema importancia foi obtido por Avila e Moreira, no trabalho
Statistical properties of unimodal maps: the quadratic family, aceito para publicagéo en
Annals of Mathematics. Nesse trabalho demonstra-se que para familias parametrizadas
de transformacdes analiticas unimodais do intervalo, tem-se um Unico atrator que
admite uma medida invariante absolutamente continua em relacdo a medida de
Lebesgue e cuja bacia atrai com probabilidade total todos os pontos do intervalo,
generalizando um resultado semelhante de Lyubich para o caso de transformacdes
quadraticas.

Este resultado baseia-se em outro trabalho fundamental, devido a Avila, Lyubich e de
Melo, intitulado Regular or stochastic dynamics in real analytic families of unimodal
maps, e que esta aceito para publicacdo em Inventiones Mathematicae. Estes autores
mostram que as classes de conjugacao topologica constituem uma laminagdo quase-
simétrica, fora das bifurcacbes sela-n6, no espago das transformacfes unimodais
analiticas.

Igualmente notavel, € a extensdo feita por Avila e Moreira do seu resultado acima
mencionado para o caso de transformacdes unimodais de classe C* em Statistical
properties of unimodal maps: smooth families with negative Schwarzian derivative aceito
para publicacdo em Astérisque. De fato, baseados em trabalho anterior de Baladi e
Viana, Avila e Moreira provam também a estabilidade estocéstica de um conjunto denso
de tais transformacoes.

Assim, as conjecturas de Palis sobre um cenério global para os sistemas dindmicos,
mencionadas no inicio do relatério, sdo verdadeiras em toda a sua extensdo para
transformagdes unimodais do intervalo.
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Intercambio- Alguns exemplos

Yosef Yomdin. Coordenador: Jacob Palis. IMPA, RJ, 15 agosto-4 setembro de 2004.
Antonio Galves. Coordenador: Artur Lopes. UFRGS, RS, 3 dias em 2004.
Gonzalo Conteras. Coordenador: Artur Lopes. IMPA, RJ, 1-30 de outubro de 2002.

Eugene Neduv. Coordenador: Marcelo Viana. IMPA, RJ, 5 meses em 2002.

Bolsa de Pés-Doutorado

Alexander Arbieto. Coordenador: Marcelo Viana. IMPA, RJ, 1 junho-31 dezembro de
2004

Cooperacdo com a América Latina

Emalca Bolivia . Coordenador: Marcelo Viana. Cochabamba, Bolivia, 31 maio-12 junho
de 2004. Mini-Cursos introdutérios foram ministrados por Carlos Gustavo Moreira,
Bernardo San Martin e Luciano Irineu de Castro Filho.

Visitas cientificas de mateméticos da América Latina a diversas instituicbes brasileiras
tiveram lugar. Mais de 10 trabalhos conjuntos foram publicados e outros estdo em
andamento.



