
Sistemas Dinâmicos

A teoria de sistemas dinâmicos hiperbólicos foi introduzida há cerca de quarto décadas,
com o objetivo inicial de caracterizar os sistemas ditos estruturalmente estáveis e provar
que eles correspondem à maioria dos casos: um subconjunto aberto e denso. O
primeiro objetivo foi alcançado, para sistemas de classe C1, com a demonstração da
Conjectura da Estabilidade de Palis-Smale por R. Mañé nos anos oitenta, para
difeomorfismos, e por Hayashi para fluxos, cerca de dez anos depois.

Ainda nos anos sessenta, mostrou-se que a classe de sistemas dinâmicos hiperbólicos
não tem o caráter universal que havia sido conjecturado no início daquela década. De
fato, muitos sistemas importantes, incluindo a maioria daqueles que correspondem à
modelagem de aplicações práticas, não são abrangidos por esta teoria. Estes sistemas
apresentam frequentemente comportamento dinâmico muito complexo e sua descrição,
tanto no espaço de eventos quanto no espaço de parâmetros é feita não só em termos
geométricos, como o ocorrido basicamente no caso hiperbólico, mas também em
termos ergódicos, ou probabilísticos.

O estudo de certos modelos, tais como os atratores caóticos de Hénon e de Lorenz,
bem como o desenvolvimento de ferramentas importantes, especialmente na teoria das
bifurcações e na teoria de hiperbolicidade não-uniforme, conduziram já nos anos
noventa a uma nova tentativa de formular uma abordagem global da Dinâmica que
conduza a uma descrição tão rica quanto possível do comportamento dinâmico, com
grande generalidade. Nesse sentido Palis formulou as seguintes conjecturas:

Todo sistema dinâmico pode ser aproximado por outro que tem apenas um número
finito de atratores, cujas bacias de atração contêm quase todo ponto.

Para tais sistemas com número finito de atratores, existem medidas físicas de
probabilidade que descrevem o comportamento estatístico de quase todo ponto na
bacia de atração. Além disso esse comportamento é estável por pequenas perturbações
aleatórias (estabilidade estocástica).

Além disso, para quase toda perturbação de um tal sistema ao longo de  famílias
parametrizadas, existem finitos atratores suportando medidas físicas e cujas bacias
cobrem uma fração próxima de 1 das bacias iniciais.

Nos últimos anos foram obtidos avanços definitivos na abordagem destes e outros
problemas fundamentais, sendo que em sua grande maioria eles foram obtidos por
membros do Projeto. No seu conjunto, estes avanços trouxeram a teoria de sistemas
dinâmicos caóticos para um novo patamar de abrangência e profundidade. E abriram
excelentes perspectivas para o desenvolvimento futuro deste programa, como
comentaremos com mais detalhe em seguida.

Bifurcações Homoclínicas

Trabalhos de Newhouse, Palis, Takens, Yoccoz e Moreira desenvolveram uma
poderosa abordagem geométrica ao estudo de tangências homoclínicas em superficies.
Em dimensão maior do que dois há diversas dificuldades adicionais, sobretudo ligadas
ao fato de que folheações invariantes em geral deixam de ser diferenciáveis. Por essa
razão, várias questões básicas sobre conjuntos hiperbólicos permanecem em aberto
(p.ex. a definição de dimensão fractal local), ou são falsas (p.ex. a continuidade da
dimensão fractal) em dimensões maiores. Apesar disso, Moreira, Palis, Viana estão



estendendo para dimensão arbitrária a conexão entre dimensões fractais e a frequência
de hiperbolicidade no desdobramento de tangencias (C R Acad. Sci. Paris, 2001).

Em trabalho notável recentemente aceito em Annals of Mathematics, Moreira e Yoccoz
resolveram a conjectura de Palis sobre a diferença aritmética de conjuntos de Cantor
regulares: genericamente a diferença tem medida nula ou interior não vazio.  Em outro
artigo posterior eles aplicam este resultado no contexto de bifurcações homoclínicas
para dar uma resposta surpreendemente "completa" do problema da frequência de
hiperbolicidade no desdobramento de uma tangência.

Outra linha de pesquisa especialmente importante e promissora é o estudo das
dinâmicas não hiperbólicas que ocorrem próximo de uma tangência. Nesta direção,
Palis e Yoccoz provam que em muitos casos a dinâmica prevalente, em termos de
medida relativa no espaço de parâmetros, é de fato não-uniformemente hiperbolica,
num sentido apropriado que inclui a não existência de atratores. A sua abordagem,
descrita em trabalho aceito para publicação em Comptes Rendus de l'Acad. Sci. Paris,
aprofunda a conexão entre tangencies homoclínicas e transformações de tipo Hénon, e
também sugere que hiperbolicidade não-uniforme poderá ser prevalente em todos os
casos genéricos.

O estudo de diferenças de conjuntos de Cantor regulares tem importantes aplicações na
Teoria dos Números (espectros de Lagrange e de Markov). De fato, já aconteceu que
certas noções (tais como a de espessura) foram descobertas independentemente nos
contextos de Sistemas Dinâmicos e de Teoria dos Números. Explorando estas
conexões entre os dois domínios, Moreira provou que a dimensão de Hausdorff da
interseção do espectro de Lagrange com uma semi-reta pode assumir qualquer valor
real entre 0 e 1. Vale um resultado análogo para o espectro de Markov e, de fato, estas
dimensões coincidem.

Outro resultado maior alcançado recentemente foi a demonstração por Pujals e
Sambarino, no seu artigo publicado em Annals of Mathematics, da conjectura de Palis
segundo a qual todo difeomorfismo de uma superfície pode ser C1 aproximado por outro
que é ou hiperbólico ou exibe uma tangência homoclínica.
Este trabalho teve diversas sequências, algumas das quais estão ainda em
desenvolvimento. Uma delas foi a demonstração, também por Pujals e Sambarino, de
que a variação da entropia topológica ao longo de uma família de difeomorfismos
sempre envolve o desdobramento de tangências homoclínicas. Outro desenvolvimento
importante foi uma descrição detalhada que Pujals e Sambarino dão dos conjuntos
invariantes exibindo uma decomposição dominada, no seu trabalho On the dynamics of
dominated splitting, submetido para publicação.

Em dimensão maior que dois, Palis conjectura que todo difeomorfismo pode ser Cr

aproximado por outro que é ou hiperbólico, tem uma tangência homoclínica ou um ciclo
heteroclínico. Este problema permanece um aliciante desafio, embora haja avanços
muito encorajadores.

É importante ressaltar que também é válido conjecturar que longe das tangências
homoclínicas, deve prevalecer a hiperbolicidade ou uma forma fraca de hiperbolicidade,
como indicam os trabalhos de Pujals e Sambarino, dentre outros. Nestas condições,
deverá ser verdadeira a conjectura global sobre finitute de atratores descrita no início
deste relatório, a qual já é de fato conhecida no caso hiperbólico. Assim, o
entendimento mais profundo das bifurcações homoclínicas poderá levar à conclusão do
ambicioso programa sobre um cenário global para os sistemas dinâmicos proposto
inicialmente.



Hiperbolicidade Parcial e Transitividade Robusta

Segundo um trabalho clássico de Mañé atratores robustos de difeomorfismos de
superfícies são hiperbólicos. Em dimensões superiores isto não é verdade em geral. No
entanto, Díaz, Pujals e Ures (Acta Mathematica) mostraram que em dimensão 3
atratores robustos devem ser parcialmente hiperbólicos. Bonatti, Díaz e Pujals (Annals
of Mathematics) estenderam este resultado para dimensão arbitrária e também para
difeomorfismos conservativos: atratores robustos sempre têm uma decomposição
dominada. Um caso particular relevante, em todos estes resultados, corresponde ao
atrator ser toda a variedade. Além disso, Morales, Pacifico, Pujals (Annals of
Mathematics) obtiveram uma caracterização correspondente para conjuntos
robustamente transitivos de fluxos contendo alguma singularidade.

Nos trabalhos Maximal transitive sets with singularities for generic vector fields,
publicado no Bol. Soc. Bras. Mat., e Homoclinic classes for  generic C1 vector fields,
Morales, Pacifico e Carballo definem conjunto transitivo maximal de um difeomorfismo
ou um fluxo e provam que genericamente classes homoclínicas são conjuntos
transitivos maximais, respondendo assim pergunta colocada por Bonatti e Díaz em
Annales ENS 1998. No segundo artigo Morales, Pacifico e Carballo caracterizam o
conjunto máximal transitivo que contém uma singularidade de um campo de vetores
genérico em dimensão 3, e também apresentam resultados que relacionam este
trabalho com o artigo de Bonatti, Pumariño e Viana em CR Acad. Sci. Paris, 1998.

Uma importante consequência destes resultados é que para sistemas genéricos as
classes homoclínicas são duas-a-duas disjuntas. Abdenur usa este fato para formular e
provar um teorema de decomposição spectral, número finito de peças básicas, que são
persistentes e cujo número é localmente constante – para sistemas genéricos com
número finito de classes homoclínicas disjuntas.

Tais sistemas são então chamados de tame, por Bonatti e Díaz, por oposição a
sistemas com número infinito de conjuntos transitivos maximais, que eles chamam wild.
Os primeiros exemplos de dinâmicas wild forma dados por Newhouse: coexistência de
infinitos poços ou fontes, genericamente na topologia C2. Bonatti e Díaz provam em
Annales ENS 1998 que em dimensão maior que dois esse fenômeno é também
genérico na topologia C1. No seu trabalho recente On maximal transitive sets of generic
diffeomorphisms eles dão uma construção muito geral de dinâmicas wild. Enquanto os
resultados de Abdenur completam uma descrição muito satisfatória para sistemas tame,
apoiada nos resultados fundamentais sobre transitividade robusta e hiperbolicidade
parcial obtidos nos últimos anos por Morales, Pacifico, Díaz, Pujals, Ures e Bonatti, a
compreensão das dinâmicas wild e das suas relações com fenômenos homoclínicos
permanece um dos maiores desafios nesta área.

Folheações Holomorfas

Os resultados obtidos na pesquisa em Folheações Holomorfas apontam para uma
progressiva utilização de métodos de Geometria Algébrica e Geometria Analítica.

M. Soares prosseguiu o estudo geométrico de folheações holomorfas, visando explorar
o conceito de polaridade de uma folheação. O conceito de classe polar em Geometria
Algébrica é muito útil e nosso objetivo é o de estudar o possível análogo de classes
polares associadas a folheações holomorfas



No caso de folheações em superficies, o trabalho Some examples for Poincaré and
Painlevé problems de Lins Neto aprimora técnicas desenvolvidadas por M. Brunella de
modo a exibir famílias de folheações de grau constante contendo curvas invariantes de
grau arbitrariamente alto, portanto exemplos que violam as estimativas usualmente
esperadas no chamado problema de Poincaré. Este fenomeno se deve à presença de
singularidades dicríticas.

No trabalho Dicritical singularities and Halphen pencils de Sad e Mendes novamente se
ressalta o papel destas singularidades; sob certas condições envolvendo as suas
multiplicidades e o grau da folheação, mostra-se que a existência de integrais primeiras
locais dá origem a integral primeira global.

Integrais primeiras também são tema do trabalho Holomorphic foliations with Liouvillian
first integrals, de Camacho e Scárdua, onde é analisado o caso Liouvilliano. Trata-se da
obtenção destas integrais (que correspondem à ideia classica de "integrar" uma
equação diferencial) a partir da análise do grupo de holonomia de uma subvariedade
invariante.

Outros trabalhos possuem característica acentuadamente geométrica. Em
Uniformization and the Poincaré metric on the leaves of a foliation by curves, Lins Neto
prova que a métrica de Poincaré nas folhas de uma folheação holomorfa de uma
variedade de dimensão qualquer varia continuamente sob condições bem gerais (por
exemplo, assingularidades sendo não degeneradas ou o fibrado dual da folheação
sendo amplo).

Em On the geometry of Poincaré's problem for one-dimensional projective foliations, de
Soares,  parte-se da idéia de que a geometria extrínseca de uma variedade algébrica
lisa é descrita pelas classes de suas variedades polares. Por outro lado, a uma
folheação holomorfa estão associados números característicos e o objetivo é relacioná-
los às classes polares de uma subvariedade invariante. Soares também obteve uma
nova prova do Teorema de Baum-Bott (que relaciona índices de singularidades de
campos de vetores a invariantes globais da variedade), trazendo grande simplificação à
prova original de Chern.

É interessante observar que todos estes trabalhos envolvem a utilização de
subvariedades invariantes. Porém a maior parte das folheações não admite tal objeto. O
trabalho de C. Camacho e Figueiredo sobre a folheação de Jouanolou é pioneiro na
investigação de exemplos desta situação.

No trabalho de Lins Neto, Cerveau e Edixhoven Pull-back components of the space of
holomorphic foliations on CP(n) percebemos a utilização de técnicas sofisticadas de
Geometria Algébrica. Prova-se que o espaço de folheações holomorfas projetivas (de
codimensão 1 possui componentes irredutíveis formadas por imagens inversas de
folheações planas por aplicações racionais.

O uso de técnicas 'a la Grauert' introduzidas na teoria de feixes permitiu a C. Camacho,
Sad e Movasati, no trabalho Fibered neighborhoods of curves in surfaces, o estudo de
vizinhanças fibradas de curvas em superficies. O objetivo é compará-las com
vizinhanças 'linearizadas', no fibrado normal. Este trabalho tem consequências
importantes no estudo das singularidades de folheações complexas, especialmente
aquelas que na sua desingularização possuem componentes dicríticas, isto é,
transversais ao divisor.

Também deve ser ressaltado o trabalho Espaces analytiques coherents et applications
de Soares, D. Lehmann e V. Cavalier, teoremas de índice em variedades analíticas



singulares, onde aparece o uso intensivo de K-teoria para generalizar teoremas de
índices de singularidades de folheações para variedades analíticas singulares. Os
resultados obtidos, utilizando métodos da geometria diferencial e analítica (K-teoria),
são interessantes e muito motivadores de aplicações. A obtenção de teoremas de
índice de natureza puramente topológica, permanece um objetivo maior e muito
aliciante.
Sistemas Conservativos e Teoria Ergódica

O trabalho de Lopes sobre sistemas conservativos tem se desenvolvido dentro do que
havia sido inicialmente proposto, tendo obtido diversos resultados sobre a dinâmica de
fluxos lagrangianos, especialmente a Teoria de Aubry-Mather. Lopes também tem
trabalhado em questões do formalismo termodinâmico, mais exatamente sobre o
decaimento de correlação de sistemas definidos por potenciais não Holder.

Mencionamos ainda o trabalho recente de Lopes em colaboração com R. Exel, onde se
aprofunda um dicionário muito interessante entre o formalismo termodinâmica e a teoria
ergódica de sistemas hiperbólicos, por um lado, e a teoria das álgebras C-estrela.

Na linha de dinâmica conservativa também se destacam os resultados recentemente
obtidos por Dias Carneiro, conjuntamente com R. Ruggiero, sobre propriedades
variacionais e topológicas de toros invariantes de sistemas conservativos. Este trabalho
está aceito para publicação em Ergodic Theory and Dynamical Systems.

Propriedades Geométricas e Estatísticas de Atratores

Um dos principais resultados alcançados foi o estudo bastante completo da teoria de
atratores caóticos de tipo Hénon, que havia sido iniciada no final dos anos oitenta por
Benedicks e Carleson. Especialmente, Benedicks e Viana resolveram afirmativamente o
Problema da Bacia de Atração, que afirma que as bacias de atração topológica e
ergódica coincidem, a menos de um conjunto com probabilidade de Lebesgue zero.
Quer dizer quase todo o ponto cuja órbita converge para o atrator é descrito
estatisticamente pela medida física suportada no atrator. Este trabalho foi publicado em
Inventiones Mathematicae. Além disso,  Benedicks e Viana também provam, num
trabalho submetido pra apublicação, que a dinâmica de atratores  de tipo Hénon é
estocasticamente estável, apesar de muito instável do ponto de vista topológico. Trata-
se do primeiro resultado de estabilidade em dimensão maior do que um, que deverá
estabelecer um paradigma para sistemas caóticos muito gerais.

Expoentes de Lyapunov e Hiperbolicidade Não-Uniforme

Esta linha de pesquisa foi iniciada durante a vigência deste pronex, motivada por
diversos resultados alcançados no estudo de sistemas parcialmente hiperbólicos, que
mostraram a importância de se compreender o comportamento dos expoentes de
Lyapunov. Supondo que os expoentes de Lyapunov são diferentes de zero a teoria
geral de hiperbolicidade não-uniforme (teoria de Pesin) fornece importante informação
geométrica acerca do sistema dinâmico, tal como variedades locais estável e instável
que são discos diferenciáveis em quase todo ponto. Alves, Bonatti, Viana, Inventiones
2000, mostram que se os expoentes de um difeomorfismo parcialmente hiperbólico
conservativo estão afastados de zero então a medida de Lebesgue tem apenas um
número finito de componentes ergódicas, que são as medidas físicas do sistema.



Em trabalho recente, Bochi e Viana provam que os expoentes de Lyapunov de
difeomorfismos C1 que preservam volume variam continuamente num dado
difeomorfismo f somente se a decomposição de Oseledets é dominada (hiperbolicidade
projetiva uniforme) ou todos os expoentes de Lyapunov são nulos, em quase todo
ponto. Como consequência eles obtêm uma dicotomia forte para um subconjunto
residual de difeomorfismos conservativos em qualquer variedade: hiperbolicidade
projetiva uniforme ou total ausência de hiperbolicidade. Por outro lado, Viana provou,
juntamente com Bonatti e Gomez-Mont que em certos contextos de cociclos Cr, r>0
sobre sistemas hiperbólicos o comportamento genérico é exatamente o oposto do caso
contínuo: na maioria dos casos (aberto denso com probabilidade total) existem
expoentes não nulos.

Dinâmica Unidimensional

Um resultado de extrema importância foi obtido por Avila e Moreira, no trabalho
Statistical properties of unimodal maps: the quadratic family, aceito para publicação en
Annals of Mathematics. Nesse trabalho demonstra-se que para famílias parametrizadas
de transformações analíticas unimodais do intervalo, tem-se um único atrator que
admite uma medida invariante absolutamente contínua em relação à medida de
Lebesgue e cuja bacia atrai com probabilidade total todos os pontos do intervalo,
generalizando um resultado semelhante de Lyubich para o caso de transformações
quadráticas.

Este resultado baseia-se em outro trabalho fundamental, devido a Avila, Lyubich e de
Melo, intitulado Regular or stochastic dynamics in real analytic families of unimodal
maps, e que está aceito para publicação em Inventiones Mathematicae. Estes autores
mostram que as classes de conjugação topológica constituem uma laminação quase-
simétrica, fora das bifurcações sela-nó, no espaço das transformações unimodais
analíticas.

Igualmente notável, é a extensão feita por Avila e Moreira do seu resultado acima
mencionado para o caso de transformações unimodais de classe C3 em Statistical
properties of unimodal maps: smooth families with negative Schwarzian derivative aceito
para publicação em Astérisque. De fato, baseados em trabalho anterior de Baladi e
Viana, Avila e Moreira provam também a estabilidade estocástica de um conjunto denso
de tais transformações.

Assim, as conjecturas de Palis sobre um cenário global para os sistemas dinâmicos,
mencionadas no início do relatório, são verdadeiras em toda a sua extensão para
transformações unimodais do intervalo.
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• Yosef Yomdin. Coordenador: Jacob Palis. IMPA, RJ, 15 agosto-4 setembro de 2004.

• Antonio Galves. Coordenador: Artur Lopes. UFRGS, RS, 3 dias em 2004.

• Gonzalo Conteras. Coordenador: Artur Lopes. IMPA, RJ, 1-30 de outubro de 2002.

• Eugene Neduv. Coordenador: Marcelo Viana. IMPA, RJ, 5 meses em 2002.

Bolsa de Pós-Doutorado

Alexander Arbieto. Coordenador: Marcelo Viana. IMPA, RJ, 1 junho-31 dezembro de
2004

Cooperação com a América Latina

Emalca Bolivia . Coordenador: Marcelo Viana. Cochabamba, Bolivia, 31 maio-12 junho
de 2004. Mini-Cursos introdutórios foram ministrados por Carlos Gustavo Moreira,
Bernardo San Martin e Luciano Irineu de Castro Filho.

Visitas científicas de matemáticos da América Latina a diversas instituições brasileiras
tiveram lugar. Mais de 10 trabalhos conjuntos foram publicados e outros estão em
andamento.


