
Álgebra e Geometria Algébrica

O grupo de álgebra comutativa e geometria algébrica sob os auspícios do Instituto do
Milênio é formado por cerca de doze pesquisadores, com uma rede de colaboradores
em dez universidades do país. Conta atualmente com 11 alunos de doutorado e 10 de
mestrado. O grupo detém um importante portfolio de colaboração internacional,
incluindo cerca de 30 instituições em 11 países. Todos os membros do grupo estão
ativos em pesquisa, o que lhes concede uma marcada influência científica em nível
nacional e  crescente inserção internacional. Sua produção científica é de acentuada
diversificação e publicada em periódicos de reputação internacional. Abaixo
descrevemos brevemente o conteúdo da produção no período, seguido da lista de
publicações.

Critérios de biracionalidade entre variedades projetivas: Neste contexto foi
estabelecido um critério algébrico (i.e., em termos de anéis e módulos especiais) de
biracionalidade. A expressão final do critério é dada em termos de uma certa matriz
polinomial e de seu conteúdo. Como bonificação obtém-se, de maneira explícita, a
aplicação inversa de uma aplicação biracional. Além disso, foram descritas várias
conjecturas que, se confirmadas, trariam conseqüências curiosas para a teoria, não
estabelecidas anteriormente.

Teoria algébrica de divisores livres: Focalizam-se, no contexto polinomial, os
divisores livres de Saito. Nesta abordagem, foram obtidos vários resultados, sem
pressupor os antecedentes no caso analítico. Foram encontradas formulações
alternativas para a noção de divisor livre de Koszul, introduzida pela escola de Sevilha,
recuperando alguns de seus resultados no caso polinomial. Em paralelo, foi produzido
um contra-exemplo para a inexistência de divisores livres homogêneos irredutíveis em
três variáveis.

Álgebras de Rees de módulos especiais: Trata-se de amplo panorama de contorno
variável. O trabalho realizado expressa o esforço cumulativo no desenvolvimento de
uma teoria geral de álgebras de Rees (“blowup”), no caso de módulos e representa um
amplo repertório da teoria de módulos e ideais com ênfase em propriedades
homológicas e genéricas. Na seqüência, alguns resultados parciais foram obtidos, em
conjunto com B. Ulrich (Purdue U.) e W. Vasconcelos (Rutgers U.), sobre a álgebra de
Rees do módulo das diferenciais de Kähler de uma álgebra afim.

Aritmética das curvas elípticas: Dada uma fibração de variedades algébricas
definidas sobre corpos de números, foi generalizado, com M. Hindry (Paris VII), um
resultado anterior para o caso de fibração em curvas de uma superfície sobre uma
curva. Foi provado que a soma do posto do grupo de Mordell-Weil da variedade de
Picard da fibra genérica com o posto do grupo de Néron-Severi desta fibra pode ser
obtida como soma de resíduos de séries de Dirichlet, cujos coeficientes são traços
médios dos automorfismos do Frobenius étale, relativos ao primeiro e segundo grupos
de cohomologia, se, e somente se, a conjectura de Tate, para divisores, é válida em
ambas as variedades. Como aplicação deste resultado ao problema, não trivial, de
estudar a variação do posto de variedades abelianas sobre corpos de funções, foi



obtida uma estimativa do que ocorre com o posto de uma variedade abeliana sobre o
corpo de funções de uma curva sobre um corpo de números, quando se estende a base
por um recobrimento galoisiano definido sobre o corpo de números. Em particular,
quando se consideram torres de corpos de funções sobre corpos de números que
provêm de pontos de torção de curvas elípticas e variedades Jacobianas, o posto médio
da variedade abeliana ao longo da torre é inferior ao predito pela heurística.

D-módulos: Os principais avanços se deram em duas frentes, a saber: a criação de
algoritmos algébricos para determinar se uma dada folheação holomorfa do plano
projetivo complexo tem solução algébrica (em colaboração com L. M. Schechter, aluno
de iniciação científica) e a determinação de novas famílias de derivações simples e
suas aplicações. No primeiro caso, obteve-se um algoritmo rápido que cria mais uma
ponte entre teoria de folheações e álgebra, através do uso do grupo de Galois. No
segundo caso, tem-se a caracterização de uma vasta família de derivações simples do
anel de polinômios, além da construção de novos exemplos de D-módulos simples não
holônomos sobre variedades afins cujo grupo de Picard não é trivial.

Caracterização aritmética de corpos, via teoria de valorizações (Krull) e teoria de
formas quadráticas (Witt): Foi dado continuidade ao estudo de grupos profinitos, em
particular de pro 2-grupos com dimensão cohomológica menor ou igual a dois. Essa
pesquisa vem sendo desenvolvida em conjunto com D. Kochloukova (Unicamp) e P.
Zalesskii (UnB). No trabalho sobre a estrutura de grupos de Galois da máxima p-
extensão de corpos, teve-se sucesso em descrever esses grupos de Galois como
grupos que podem ser obtidos a partir de certos grupos "básicos" através das
operações de produto livre e produto semidireto na categoria dos pro p-grupos.
Estendendo o conceito de “Radical de Kaplansky” para primos ímpares foi possível
determinar a natureza aritmética da componente livre, cuja existência é estabelecida
pelo Teorema do Subgrupo de Kurosh, associando-a ao radical do corpo. Como
conseqüência dos trabalhos realizados sobre pro 2-grupos com dimensão cohomológica
2, e o estudo do radical de um corpo, foi estabelecida a validade da conhecida
Conjectura do Tipo Elementar para corpos com radical trivial. Esses resultados estão
sendo estendidos para corpos com radical não trivial. Isso é particularmente
interessante pois a trivialidade do radical não se mantém mesmo para uma extensão
finita.

Folheações algébricas e holomorfas: Foram, em colaboração com S. Kleiman (MIT),
descritas propriedades de conjuntos algébricos invariantes por folheações, obtendo
vários resultados que generalizam e melhoram resultados de Jouanolou, Lins Neto,
Soares, Campillo, Carnicer, Du Plessis e Wall relacionados com o problema de
Poincaré. Foi demonstrado que a única subvariedade própria invariante de uma
folheação genérica sobre uma variedade projetiva não singular é constituída por pontos
isolados. Foram, também, construídos exemplos de folheações sem soluções
algébricas.

Geometria enumerativa: Foi realizado um avanço substancial na compreensão da
família de curvas de gênero 2 mergulhadas em grau 5 em P3. Para o caso
correspondente no plano, a saber, a família de pentágonos, igualmente definida por
uma quádrica e 2 cúbicas, foi explicitada uma seqüência de explosões (são 7) para
encontrar um bom espaço de parâmetros. Foi também obtida uma descrição explícita
de uma seqüência de explosões que planifica a família cujo membro geral é a união de
uma cônica e dois pontos em P3. Esta aparece naturalmente como um dos centros de



explosão para o caso de interesse original: degenerações de interseções completas.
Várias rotinas computacionais foram desenvolvidas para efetuar cálculos relevantes ao
problema.

Pontos racionais de curvas sobre corpos finitos: Foram realizadas construções
explícitas de curvas com muitos pontos sobre corpos finitos, obtendo em particular
novos recordes para certos gêneros e corpos finitos pequenos. Foram obtidos
resultados gerais sobre a classificação de certas curvas maximais a partir de seu
gênero e com hipóteses sobre lacunas de Weierstrass num ponto racional, gerando
uma fonte de exemplos de curvas maximais de mesmo gênero não isomorfas. Foram
obtidas condições necessárias bastante restritivas para torres de curvas de tipo Artin-
Schreier com bom comportamento assintótico para as razões entre número de pontos
racionais e gênero, avançando no sentido de sua classificação. Foi trambém construída
uma nova torre (mais simples do que as existentes) de corpos de funções sobre corpos
finitos, com cardinalidade quadrada, atingindo a cota de Drinfeld-Vladut. Destaca-se
como importante avanço a construção de uma torre de corpos de funções sobre corpos
finitos de cardinalidade cúbica com um limite, para as razões acima mencionadas,
recorde, generalizando uma cota obtida por T. Zink. Alguns desses trabalhos foram
realizados em colaboração com H. Stichtenoth (Essen U.).

Sistemas lineares sobre famílias de curvas e seus limites: Foi realizado um estudo
de limites de pontos de ramificação de sistemas lineares sobre famílias de curvas
planas. Este problema é uma generalização do estudado por Zeuthen no Seculo XIX em
sua determinação dos números característicos de cúbicas e quárticas. Foram descritas
as degenerações de sistemas lineares para uma curva singular irredutível, completando
trabalho de Lax e Widland da década de 80. Foram também descritas degenerações de
pontos de Weierstrass para uma curva nodal, estendendo resultados por nós obtidos
anteriormente, em resposta a uma questão levantada por Eisenbud e Harris também na
década de 80.

Fibrados sobre curvas: Foi estudada, em colaboração com S. Kleiman (MIT), a
Jacobiana compactificada, que parametriza degenerações de fibrados em retas sobre
uma curva irredutível. Se a curva não é muito singular, foi provado que tal objeto é
autodual, isto é, existe um isomorfismo natural entre seu esquema de Picard e a
Jacobiana da curva. Recentemente, foi mostrado que este isomorfismo se estende a
compactificações. Embora recentes, esses resultados encontram aplicações em
trabalhos de G. Laumon e J. Sawon. Foi também desenvolvido, em colaboração com M.
Popa, trabalho sobre o divisor teta generalizado no moduli de fibrados vetoriais de
determinante constante sobre uma curva lisa. Foi encontrada uma cota efetiva para
quando divisores, linearmente equivalentes a um múltiplo do divisor teta, mergulham o
espaço de moduli.

Teoria algébrica de singularidades: Foram feitos progressos significativos na
classificação, sob a ação do grupo de contato, dos germes de curvas analíticas planas
em uma dada classe de equisingularidade. Foram encontradas formas normais e
realizada a classificação completa de tais germes em várias classes particulares de
equisingularidade e, notadamente, de todos os germes de multiplicidade 2, 3 e 4. Foram
desenvolvidos métodos teórico-computacionais para calcular invariantes numéricos
relevantes e para realizar a classificação. Foram também obtidos avanços na descrição
da parte invariante das raízes dos polinômios de Bernstein-Sato associados a famílias
topologicamente triviais de singularidades isoladas de hipersuperfícies complexas.



A contribuição do IM-AGIMB para a área, no período, foi essencialmente, na forma de
apoio financeiro para a realização de eventos científicos, tais como a XVII e XVIII
Escolas de Álgebra, além de permitir a circulação entre centros de pesquisa e centros
emergente, propiciar visitas de pesquisadores estrangeiros e patrocinar a vinda de
alunos latino-americanos para participar de cursos de verão.
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